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本発表の目的

メタアナリシスにおける小標本の問題は，以下の 2 点から生じる．
試験数が少ない（K が小さい）⇒ 今回はこちらに注目
各試験内のサンプルサイズが小さい（n1, . . . , nK が小さい）

目的：要約データのみを用いた GLMM に対する小標本補正を与える．
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メタアナリシスは少数試験であることが多い

多くの臨床分野で，メタアナリシスは少数の試験から構成される．
Table: メタアナリシスに含まれる試験数 [Davey et al., 2011]

全体 50% 75% 90% 99% Max
メタアナリシス全体 22,453 3 6 10 28 294
二値アウトカム 14,886 3 6 10 28 294
連続アウトカム 6,672 3 5 8 24 98
二値 & 連続 895 4 7 12 46 133

実データメタアナリシスの約 90% が 10 試験以下
⇒ ほとんどのケースで少数試験下での推測となる．
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既存の小標本補正法
3 試験数 K に対する小標本補正が提案されている．

Bartlett 補正付き profile 尤度 [Noma, 2011]．
被覆率が名目水準になるように調整した exact 信頼区間 [Michael et al., 2019]．
...

3 標準的な仮定下で，K が小さいときの被覆率を改善

Normal–normal model (標準的な仮定, Jackson et al. [2018])
within-study assumption (A1)–(A3) と between-study normality (A4) を満たすモデル

(A1) 不偏性：E[θ̂k | Vk] = θk．
(A2) 試験内分散：Var(θ̂k | Vk) = σ2

k は既知（又は十分精度の良い推定値）．
(A3) 試験内正規性：θ̂k | θk ∼ N(θk, σ

2
k)．

(A4) 試験間正規性：θk = θ0 + Vk,Vk ∼ N(0, τ 2)．
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しかし，仮定 (A1)–(A3) は本当に妥当だろうか？
3 試験レベルの要約量が漸近正規性をもつなら妥当と考えられる

しかし，メタアナリシス実施時点では nk は固定
nk が小さい試験もメタアナリシスに含まれうる．
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非線形変換によるバイアス
7 nk が小さいとき，変換した推定量（対数オッズ比など）はバイアスをもつ

7 (A1) の違反 ⇒ K → ∞ でも θ̂ にバイアスが残る
Gaussian (link=identity) Binomial (link=logit) Poisson (link=log) Gamma (link=log)
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GLMM メタアナリシスのもとでの小標本補正が必要！
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ランダム効果メタアナリシスの GLMM への拡張
試験 k(= 1, . . . ,K) の個体のアウトカムを Yki(i = 1, . . . , nk) とする（未観測）．
試験 k のモデル：

µk = E(Yki | Vk), θk = g(µk) = x⊤
k β + Vk.

共変量 xk は個体レベルではなく試験レベル共変量とする．

個人データ Yki | Vk に指数型分布族を仮定したときの尤度関数

Lki(β, τ
2; yki | vk) ∝ exp

[{yki(x⊤
k β + vk)− b(x⊤

k β + vk)}
a(φk)

]
試験間ランダム効果 Vk：

Vk
i.i.d.∼ fV(·; τ 2), E(Vk) = 0, Var(Vk) = τ 2.
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要約データの十分性
標本平均 ȳk =

1
nk

∑nk
i=1 yki は (β, τ 2) に対して十分統計量である．

3 (β, τ2) に関する情報は，{ȳk, xk, nk}K
k=1 にすべて含まれる．

要約データのみを用いた試験 k の尤度
Lk(β, τ

2) ∝
∫

exp
[nk{ȳk(x⊤

k β + vk)− b(x⊤
k β + vk)}

a(φk)

]
fV(vk; τ

2) dvk.

最尤推定量

(β̂, τ̂ 2) = arg max
(β,τ2)

log L(β, τ 2), L(β, τ 2) =
K∏

k=1

Lk(β, τ
2).
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最尤推定量と信頼区間

βℓ に対する profile 尤度比統計量
βℓ を興味のあるパラメータとすると，profile 尤度比統計量は

T(β0
ℓ ) = −2{log L(β̂(β0

ℓ ), τ̃
2(β0

ℓ ))− log L(β̂, τ̂ 2)} d−→ χ2
1 (K → ∞)

ここで，β̂(β0
ℓ ) と τ̃ 2(β0

ℓ ) は制約 βℓ = β0
ℓ の下での制約付き MLE である．

7 この近似には多くの試験数 K が必要となる．
⇒ 試験数 K に対する小標本補正を考える．
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古典的な Bartlett 補正
Bartlett 補正 [Lawley, 1956]
Bartlett 補正は検定統計量 T を次のように修正する：

TBC(β
0
ℓ ) =

T(β0
ℓ )

1 + 2CBC(β0
ℓ )
, CBC =

1

2K
{

l−2
2

(
1
4
l4 − l31 + l22

)
− l−3

2

(
5
12

l23 − 2l3l21 + 2l221
)}

lr = E
[
∂rl
∂βr

ℓ

]
, lrs =

∂slr
∂βs

ℓ

, l(βℓ) =
K∑

k=1

log Lk(β̂(βℓ), τ̃
2), r = 1, 2, 3, 4, s = 1, 2,

ただし，すべての期待値と微分は βℓ = β0
ℓ のもとで算出．

3 Bartlett 補正により，収束オーダーは O(K−1) から O(K−2) に改善
7 profile 尤度の 3 階・4 階微分が必要となる．

各種リンク関数や指数型分布族の構造とランダム効果の組み合わせ
解析的に求めるのは困難
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本研究の貢献：Simplified Bartlett correction（SBC）
CBC(β

0
ℓ ) を normal–normal model での補正項 [Noma, 2011] で近似：

CSBC(β
0
ℓ ) =

∑K
k=1(σ

2
k + τ̃ 2)−3{∑K

k=1(σ
2
k + τ̃ 2)−1

}{∑K
k=1(σ

2
k + τ̃ 2)−2

} > 0.

Profile likelihood ratio statistics with simplifled Bartlett correction (PLSBC)：

TSBC(β
0
ℓ ) =

T(β0
ℓ )

1 + 2CSBC(β0
ℓ )
.

Theorem (漸近 χ2 近似)
Yki が指数型分布族に従い，Vk ∼ N(0, τ 2)，nk = nak，

∑K
k=1 ak = 1，ak > 0 とする．

このとき任意の β0
ℓ について以下が成り立つ．

TSBC(β
0
ℓ ) = TBC(β

0
ℓ ) + Op(n−1/2) = χ2

1 + Op(n−1/2 + K−2).
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Profile 尤度と SBC の比較
3 SBC は T(βℓ) を小さくシフト．信頼区間を広げる．

100(1− α)%信頼区間 : {βℓ | TSBC(βℓ) ≤ qχ2
1,α

}
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シミュレーション設定（main scenario）
比較方法：

normal–normal：
nDL：古典的な逆分散重み付け推定量 [DerSimonian and Laird, 1986]．
nPLBC：Bartlett 補正付き profile 尤度 [Noma, 2011]．
nMI：normal–normal model における exact 信頼区間 [Michael et al., 2019]．

GLMM：
gPL：GLMM における profile 尤度推定．
gPLSBC：PL with simplified Bartlett correction（提案法）．

アウトカム分布：正規，二項，ポアソン，ガンマ．
データ生成モデル：

g(µk) = θ0 + Vk, Vk ∼ N(0, τ 2), g(·): link function.

θ0 = −2，τ 2 = 1，K = 5, 8, 10, 30, 50，nk ∼ ⌊U(15, 150)⌋．
各設定での反復数：10,000 回．
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シミュレーション結果：全体効果 θ̂0 の平均バイアス

3 GLMM（gPL, gPLSBC）は K → ∞ で一致性をもつ．
7 nDL, nPLBC, nMI は非正規アウトカムでバイアスあり．
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シミュレーション結果：名目 95% CI の被覆確率

3 gPLSBC は全ての状況で名目水準に近い被覆率を保つ．
7 nDL，nPLBC，nMI は非正規アウトカムで被覆率が過小評価
7 gPL は試験数が少ないときに過小評価
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シミュレーション：Summary

normal–normal
(nDL, nPLBC, nMI)

GLMM
(gPL, gPLSBC)

正規モデルが
正しい場合

3 バイアスはほぼ 0；
3 被覆率は 95% 付近

3 バイアスはほぼ 0；
3 被覆率は 95% 付近

非正規アウトカム
(二項，ポアソン，ガンマ)

7 K 大でもバイアスあり 3 モデル特定により
構造的バイアスを軽減

K が小さいときの被覆率 7 nDL: 過小被覆；
△ nPLBC/nMI: (A1)–(A3)
が成り立つときは有効

7 gPL: K 小で過少被覆；
3 gPLSBC: 被覆率 ≈95%
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実データ 1：COVID-19 における身体的距離（2 値）

Chu et al. [2020] の再解析．
非ランダム化試験 7 試験：感染者との距離が 1 m 以内 vs 1 m 超．
群ごとの感染者数と被験者数 (rkz, nkz) が利用可能．
GLMM : logit リンク付き binary model：

θkz = log pkz
1− pkz

= β0 + β1z + Vkz.

GLMM による PL, PLSBC と normal–normal（DL, PLBC, MI）を比較する．
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実データ 1：結果
Study

   Study 1   

   Study 2   

   Study 3   

   Study 4   

   Study 5   

   Study 6   

   Study 7   

Methods

   DL   

   PLBC   

   MI   

   PL   

   PLSBC   

Treatment
(Event/n)

0/76

0/13

0/17

5/47

0/4

0/50

0/41

Control
(Event/n)

12/42

2/2

2/3

7/36

3/33

0/76

0/37

Bias corrected
log OR (95%CI)

−4.138 [−6.996, −1.281]

−4.905 [−9.051, −0.76]

−4.066 [−7.53, −0.602]

−0.707 [−1.948, 0.535]

−0.032 [−3.156, 3.092]

0.415 [−3.521, 4.351]

−0.101 [−4.046, 3.843]

NN

−1.798 [−3.371, −0.226]

−1.742 [−3.928, 0.173]

−1.798 [−4.024, 0.394]

CMLE−Fisher
log OR (95%CI)
−Inf [−Inf, −1.856]

−Inf [−Inf, −0.58]

−Inf [−Inf, −0.276]

−0.698 [−2.183, 0.706]

−Inf [−Inf, 3.161]

−Inf [−Inf, Inf]

−Inf [−Inf, Inf]

GLMM

−5.061 [−14.291, −0.879]

−5.061 [−17.726, −0.004]

−20 −15 −10 −5 0 5

7 normal–normal model は，効果を帰無方向に縮小し，CI を狭く推定
3 GLMM は 0 イベントを評価し，保守的に区間推定
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まとめ

メタアナリシスは，少数試験で実施されることが多い
⇒ 小標本補正により被覆率改善が必要

既存法：
3 正規モデルのもとでは一致性と名目被覆率を担保．
7 正規近似を行うと，バイアスと被覆率の過小推定が生じる．

提案法：
3 GLMM により要約データのみからアウトカムに適したモデリングが可能．
3 PLSBC は，K が小さくても名目被覆率をもつ信頼区間を与える．
3 Bartlett 補正に必要な 3,4 階導関数が不要．
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